Gemeinsame Geburtstage

FRIEDRICH BARTH UND RUDOLF HALLER, MUNCHEN

Zusammenfassung: In der Schulbuchliteratur wird
am Problem des Doppelgeburtstags unter dem Stich-
wort »Geburtstagsparadoxon« gerne gezeigt, wie
unreflektierte Intuition in die Irre fiihren kann. Die
Vaterschaft fiir dieses Geburtstagsproblem ist unklar
und wird gelegentlich RICHARD VON MISES (1939) zu-
gesprochen.

Im Folgenden wird einerseits an Hand des Doppel-
geburtstagsproblems untersucht, wie die Formulie-
rung einer Aufgabe das Ergebnis beeinflussen kann,
andererseits wird die Fragestellung des Doppelge-
burtstags auf Mehrfachgeburtstage erweitert. Dabei
erkennt man, wie eine scheinbar geringfiigige Verdn-
derung zu einem erheblichen Mehraufwand bei der
Losung fiihren kann. Damit soll dem Lehrer ein Hin-
tergrundwissen vermittelt werden, auch um auf nahe
liegende Schiilerfragen eingehen zu kénnen.

1 Doppelgeburtstage

Am Beispiel der Frage nach Doppelgeburtstagen
zeigen wir, wie dhnlich klingende Formulierungen
eines Problems zu verschiedenen Ldsungen fiihren
konnen.

Problem 1. Wie wahrscheinlich ist es, dass unter
n Personen mindestens zwei Personen am gleichen
Kalendertag Geburtstag haben?

Problem 2. Wie wahrscheinlich ist es, dass unter n
Personen genau zwei Personen am gleichen Kalen-
dertag Geburtstag haben, die anderen an paarweise
verschiedenen Kalendertagen?

Problem 3. Wie wahrscheinlich ist es, dass unter n
Personen mindestens eine Person ist, die mit mir
am selben Kalendertag Geburtstag hat?

Problem 4. Wie viele Personen muss man im Mittel
nach ihrem Geburtstag fragen, bis man einen Dop-
pelgeburtstag erhalt?"

Problem 5. Wie grofl muss eine Gruppe von Perso-
nen sein, damit im Mittel mindestens ein Doppel-
geburtstag auftritt?

Wie liblich setzen wir voraus, dass die Geburtstage
gleichmiBig iiber 365 Tage verteilt sind, wodurch
Schaltjahre ausgeschlossen werden. Auch Mehr-
lingsgeburten wie Zwillinge, Drillinge usw. werden
ausgeschlossen, weil in einer Bevolkerung mit vie-
len Mehrlingsgeburten die Wahrscheinlichkeiten fiir
Mehrfachgeburtstage anwachsen.
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Zu Problem 1. Diesesauch als Geburtstagsparadoxon
benannte Problem ist das bekannteste Geburtstagspro-
blem. Die iiberraschende Antwort auf die Frage besagt,
dass schon bei 23 Personen die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Doppelgeburtstag 50,7 % ist, d. h., dass es be-
reits ab 23 Personen giinstig ist, darauf zu wetten, dass
mindestens zwei von ihnen gemeinsam Geburtstag fei-
ern kdnnen. Ab n =47 ist die Wahrscheinlichkeit gro-
Ber als 95 %, ndmlich 95,5 %. Ab dieser Anzahl von
Personen ist es also ein signifikantes Ereignis, wenn
es keinen Kalendertag gibt, an dem mindestens zwei
Personen Geburtstag feiern. Ab n =366 tritt ein Dop-
pelgeburtstag sicher auf. (Barth/Haller 1998, S. 97 f.).

Zu Problem 2. Es gibt 365 Mdglichkeiten fiir den
Tag des Doppelgeburtstags. Die zwei Personen las-

sen sich auf (’21 ) Arten auswiahlen. Die restlichen n — 2

Personen werden einzeln auf die restlichen 364 Tage
verteilt. Dafiir gibt es 364 - 363 - ... - (365 — (n —2))
Moglichkeiten. Man hat also insgesamt

n) 365!

365 (5) 364363 ... 367 -1 = (3) 386~ 1

giinstige Fille, woraus man fiir die gesuchte Wahr-

scheinlichkeit % erhlt.

Diese Wahrscheinlichkeit wachst echt monoton mit #
bis n =28, wo sie den Wert 38,64... % erreicht, und
fallt dann wieder echt monoton auf 0 bei n = 367. Ab
367 hat sie immer den Wert 0, weil dann mindestens
ein Dreifachgeburtstag oder zwei Doppelgeburtstage
auftreten.

Es gibt also kein n, bei dem es sich lohnt, auf genau
einen Doppelgeburtstag zu wetten.

Zu Problem 3. Wir betrachten das Gegenereignis B =
,,Keine der n Personen hat mit mir am selben Kalen-
dertag Geburtstag®. Da fiir jede dieser n Personen die
restlichen 364 Tage zur Verfligung stehen, erhélt man

3647
365"

P(B) wichst echt monoton mit n von % bis 1. Es

P(B)=1

gibt keine Beschrinkung fiir die Gruppengrofie .

Fiir n = 23 ergibt sich 6,1 %, also ein erheblich klei-
nerer Wert als oben. Soll es vorteilhaft sein, auf das
Eintreten des Ereignisses B zu setzen, dann muss die
Gruppe sehr viel groBer sein: Aus

PB)=1- ggg: > 50 % erhilt man
In0,5 B
n> - 364 252,6...,alson_ =253.
365

Zu Problem 4. Sei A, = ,,Die k-te befragte Person ist
die erste, deren Geburtstag mit einem Geburtstag der
k—1 zuvor befragten Personen iibereinstimmt*. Zur
Berechnung der Wahrscheinlichkeit P(4,) tiberlegen
Wir:

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Geburtstag der
zweiten Person von dem der ersten befragten Person

) ... 364
verschieden ist, ist 365"

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Geburtstag der drit-
ten Person von denen der ersten zwei befragten Per-

. . 363
sonen verschieden ist, ist 365

Fiir £ <366 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Ge-
burtstag der (k— 1)-ten Person von allen Geburtsta-

gen der vorhergehenden k-2 befragten Personen

365 —(k—2
verschieden ist, gleich %)

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Geburtstag der k-ten

Person mit dem Geburtstag einer der vorhergehenden

k — 1 befragten Personen iibereinstimmt, ist ];_51 .

Also ist fiir £ <366

364 363 365-(k=2) k-1

365 365 " 365 365 -

Fiir k>367 ist P(4,) = 0, weil ja spétestens bei der
366. Befragung ein Doppelgeburtstag auftreten muss.
Fiir den Erwartungswert E(Z) der ZufallsgroBle Z =

»Anzahl der notigen Befragungen bis zum ersten
Doppelgeburtstag erhilt man demzufolge

P(4,) =

366 366 k

k(k—1) 17365 (m—2)
Ek-P(A)=E( 11
£ VT L7365 L1363

Der Computer liefert £(Z) = 24,6... Man muss also
im Mittel etwa 25 Personen befragen, bis man auf
einen Doppelgeburtstag stoft.

Zu Problem 5. RICHARD EDLER VON MISES (1883
bis 1953) hat 1939 gezeigt, dass eine Gruppe min-
destens 29 Personen umfassen muss, damit man im
Mittel einen Tag mit genau einem Doppelgeburtstag
bei ihr erwarten kann. Zur Begriindung verweisen
wir auf unseren Aufsatz Barth/Haller 2012.

Die vorstehenden Ergebnisse zeigen (wieder einmal),
wie genau man eine Fragestellung formulieren und
lesen muss. Geringfiigige Unterschiede in der Fra-
gestellung fithren zu unterschiedlichen Ergebnissen,
wie der Vergleich zeigt. Dies sollte auch zur Vorsicht
bei Interpretationen mahnen!

2 Dreifachgeburtstage

Die naheliegende Verallgemeinerung von Problem
1, wie wahrscheinlich es ist, dass unter n Personen
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mindestens drei Personen am gleichen Kalendertag
Geburtstag haben, ist sehr viel schwieriger zu beant-
worten. RICHARD VON MISES nimmt diese Frage zum
Anlass fiir seine Untersuchungen iiber Besetzungs-
zahlen (Mises 1939, Barth/Haller 2012). Mit Hilfe
dieser Besetzungszahlen ldsst sich dieses Problem
und auch das k-facher Geburtstage 10sen.

Die Besetzungszahl N gibt die Anzahl der Mdglich-
keiten dafiir an, dass n Elemente auf z Zellen so ver-
teilt werden, dass genau a, Zellen mit genau i Ele-
menten besetzt sind. Man beachte, dass es bei dieser
Fragestellung keine Rolle spielt, welche der z Zellen
mit jeweils genau i Elementen besetzt sind, sondern
nur, wie viele Zellen mit genau i Elementen besetzt
sind. AuBlerdem spielt die Reihenfolge der Elemente
in einer Zelle keine Rolle. Fiir N gilt:

Nzl a,la,l...la)
_ n' Z!
T 0 - 114214 - 304 - apla glglalal- .. cal
! ! ! 19 . - n! Jalatalmal
n -1
=n!-z!- | |a.!-i!"')
1
=0
n n
mit Zal;z und Zai-i=n
=0 =0

Die Wahrscheinlichkeit einer Besetzung erhélt man,
wenn man die Besetzungszahl N durch z” dividiert.

Bemerkung: Liegen hochstens k Elemente in einer
Zelle, dann ist a,, = ... =a, =0. Damit kann man
Nzl a,la la,|...]a|0]...] 0) verkiirzt als
N z|la,|a,la,|...|a) schreiben. Entsprechend
kann man in der Formel dann Faktoren weglassen,

die den Wert 1 haben, wie a! - i!“ fir k+ 1 <i<n.

L&st man sich von der Geburtstagseinkleidung, dann
handelt es sich um das folgende Problem:

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
A, dass n Elemente per Zufall auf z Zellen so ver-
teilt werden, dass in mindestens einer Zelle min-

destens drei Elemente zu liegen kommen.

Wir betrachten das Gegenereignis 4 = ,,In jeder Zelle
liegen hochstens zwei Elemente®. Das ist nur mog-
lich fiir n <2z,

Zur Abzihlung der fiir 4 giinstigen Fille gehen wir
schrittweise vor und zerlegen 4 in disjunkte Er-
eignisse, deren Besetzungszahlen wir mit der von
MIiSES’schen Formel ermitteln. In einfachen Féllen
lassen sie sich aber auch ohne diese Formel bestim-
men. Das Vorgehen hierzu zeigen wir weiter unten

an einem konkreten Beispiel mit den kleinen Werten
n=>5und z = 7. Das dortige Vorgehen lésst sich zwar
ohne weiteres verallgemeinern, was jedoch zu gro-
em Aufwand fiihrt. Die Besetzungszahlen sind aber
geradezu ein Beispiel fiir das Vorgehen der Mathe-
matik: Man entwickelt eine Formel oder einen Kal-
kiil, um so zu vermeiden, in jedem Einzelfall erneut
Uberlegungen anstellen zu miissen.

1. Schritt: Genau n =a, Zellen sind einfach belegt
und keine Zelle mehrfach.

!
N(n;z||z—n|n)=ﬁ fir n<z.

2. Schritt: Genau a, Zellen sind doppelt belegt, die
anderen mit keinem bzw. genau einem Element.

Nn;z||z—(n—a,) |n-2a,|a,)=

n! - z!
2% (z—(n-a))! - (n—2a)! - a)!

flir liazi[%].

Fiir n < 2z erhilt man damit fiir P(4) den Ausdruck
| 2]
1= Y Ntz | z—(n—a) | n—2a,|a)

a,=0

Fiir n > 2z ist P(4) = 1, weil dann in mindestens einer
Zelle mindestens drei Elemente liegen miissen.

Die Berechnung von P(A) ist sehr aufwindig, wie
auch eine Aufgabe zeigt, die GEORG SCHRAGE 1990
in seinem Aufsatz Ein Geburtstagsproblem behan-
delt: An einem Institut der Universitit Dortmund ha-
ben drei der fiinfzehn Institutsmitglieder am 28. Juli
Geburtstag. Die Wahrscheinlichkeit, dass unter 15
Personen mindestens einmal mindestens drei einen
gemeinsamen Geburtstag feiern kdnnen, errechnet
sich gemal der obigen Formel wie folgt.?

7
1 Z)N(15;365|350+a2| 15-2a,|a,) =

o1
3657 4
l—ﬁ(N(IS; 365135015 0) +

N(15;365 || 351 [ 13| 1) +
N(15;365 (/352 | 11 |2) +
N(15; 365 (1353 9| 3) +
N(15; 365 || 354 | 7| 4) +
N(15; 365|355 |5 |5) +
N(15; 365 || 356 |3 | 6) +
N(15;365 (357 | 1| 7))
=0,0033.
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Wesentlich aufwéndiger wird die Rechnung, wenn
man die Frage losen will, die RICHARD VON MISES
in seinem Artikel aufwirft. Dort handelt es sich um
die Frage, wie wahrscheinlich ein Dreifachgeburts-
tag bei 60 Personen ist. BERNHARD BERCHTOLD
hat unter www.mathematik.ch ein Programm zur
Losung von Dreiergeburtstagsproblemen verdf-
fentlicht. Mit z =365 und n = 60 liefert dieses Pro-
gramm P(4) =0,20723 = 20,7 %, also keineswegs
die ,,Wahrscheinlichkeit von wenigen Tausendsteln®,
wie von Mises in seinem Artikel berichtete (Barth/
Haller 2012). Bei n =88 Personen ist die Wahr-
scheinlichkeit zum ersten Mal grofer als 50 %, ndm-
lich 51,1 %. Ab dieser Anzahl von Personen lohnt es
sich, darauf zu wetten, dass mindestens drei Personen
am gleichen Tag Geburtstag feiern. Ab n = 145 ist die
Wahrscheinlichkeit sogar grofier als 95 %, ndamlich
95,2 %. Ab dieser Anzahl von Personen ist es also ein
signifikantes Ereignis, wenn es keinen Kalendertag
gibt, an dem mindestens drei Personen Geburtstag
feiern.

VON MISES stellt fest, dass man im Mittel bei einer
Gesamtheit von 103 Personen erwarten kann, dass
einmal drei Personen den gleichen Geburtstag ha-
ben.

Wie das Beispiel von SCHRAGE zeigt, ist die Berech-
nung der Geburtstagskoinzidenzen sehr aufwindig.
Bei kleinen Werten von z und 7 ist eine direkte Be-
rechnung durch Bestimmung aller Fille moglich, so-
dass man ohne die komplizierten Besetzungszahlen
auskommt. Dies zeigen wir flir z=7 und n =15, in-
dem wir alle 7° = 16807 mdglichen Besetzungen ex-
plizit darstellen. Die Zahlen 7 und 5 passen librigens
zur Frage, wie viele von fiinf Personen denselben
Wochentag als Tag ihrer Geburt haben.

e Alle fiinf Elemente belegen verschiedene Zellen:
1111100

7-6-5-4-3=2520=N(5,7(12/5/0]0]0]0)
0011111

Fiir das erste Element gibt es 7 Zellen, fiir das
zweite 6, ..., fur das fiinfte (7 — 4) = 3 Zellen.

e Genau eine Zelle ist doppelt belegt:
2111000
}(§)~7~6-5-48400N(5;7||3|310|0|0)
0001112

Man wihlt die beiden Elemente aus den fiinf Ele-

menten aus, die eine Zelle doppelt belegen sol-

len, und verteilt dann die vier ,,neuen Elemente

Paar, drei Einer auf die sieben Zellen; das geht

auf7-6-5 -4 Arten.

e Genau zwei Zellen sind doppelt belegt:
2210000
- }(5).(3).%.7.6.5=3150

0000122) ‘%' \2

=NG;7(141112]0]0]0)

Man wiéhlt zuerst das erste Paar, dann aus den
restlichen drei Elementen das zweite Paar. Dabei
kommt jede Aufteilung doppelt vor, also ist durch
2! zu teilen. Die drei ,,neuen* Elemente Paar,
Paar, Einer sind dann auf die sieben Zellen zu
verteilen.

e Genau eine Zelle ist dreifach, keine Zelle doppelt
belegt:
3110000}(5

3)‘7~6~5=2100:N(5;7||4|2|0|1|0|0)

0000113

Man wéhlt zuerst das Tripel aus und verteilt dann
die drei ,,neuen” Elemente Tripel, Einer, Einer auf
die sieben Zellen.

e FEine Zelle ist dreifach, eine Zelle doppelt belegt:
3200000
}(5)~(2)-7-6=420=N(5;7|501100)

0000023) 3/ '2

Man wihlt das Tripel aus; das Paar bleibt iibrig.
Die beiden ,,neuen Elemente Tripel, Paar sind
auf die sieben Zellen zu verteilen.

e Eine Zelle ist vierfach belegt:
4100000 5
}(4)-7-6—210—N(5;7|5|1|0|0|1|0)

0000014
Man wihlt das Quadrupel aus; der Einer bleibt
iibrig. Die beiden ,,neuen® Elemente Quadrupel,
Einer sind auf die sieben Zellen zu verteilen.

e FEine Zelle ist fiinffach belegt:

5000000

7=N(5;7116/0]0]0]0]|1)

0000005

Man wihlt fiir das Quintupel eine der sieben Zel-
len aus.

Daraus ermittelt man z. B.

P(,,Mindestens eine Zelle ist mindestens dreifach
belegt™) = P(,,An mindestens einem Wochentag sind
mindestens drei der fiinf Personen geboren®)

(2100 + 420 + 210 + 7) = 2531 — 16,3 %

__ 1 2l
16807 16807

Uber das Gegenereignis ergibt sich fiir diese Wahr-
scheinlichkeit der Wert

1 (2520 + 8400 + 3150) = 83,7 %,

I
16807
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was dem oben hergeleiteten Ausdruck
]

i
S NG T 7-(5—a)|5-2a,|a)=

— 75
7 a,=0

I

-2 (N(5:7121510)+N5: 7313 1)+
+NG;7(411]210)

entspricht.

3 Mehrfachgeburtstage

Ermutigt durch den Erfolg beim Dreifachgeburts-
tag gehen wir Problem 1 der k-fach-Geburtstage fiir
k € N an. Wie in 2 betrachten wir zunéichst ein Be-
setzungsproblem:

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
A, , dass n Elemente auf z Zellen so verteilt werden,
dass in mindestens einer Zelle mindestens & Ele-

mente zu liegen kommen.

Wir betrachten das Gegenereignis A . = »Keine der z
gellen ist mit mehr als £ — 1 Elementen besetzt.” Fiir
A, gilt

.
PAY=L ) No:zllalal...|a.,10]...]0).
Va,

Dabei ist tber alle a, zu summieren, die Losungen

des Diophantischen Gleichungssystems
1 el

M Da=z () Ya i=n

=0 =0

sind. Von diesen Ldsungen sind all diejenigen aus-
zuschlieBen, die die folgenden Bedingungen nicht
erfiillen:

(1) 0<a,<z-1, da mindestens eine Zelle Elemen-
te enthalten muss.

(2) 0<a, ,<min {z, [kf—l] } ,daes hochstens [

=)
k-1
Zellen mit jeweils £ — 1 Elementen geben kann.
i
n-— a: J

J=Lj#
1

(3) 0<a,<min {z, fir1 <i<k-2.

Die Anzahl a, der Zellen mit genau i Elementen erhalt
man, wenn man die in allen anderen Zellen liegen-
el
den Z a:j Elemente von n wegnimmt und den Rest
U
durch i teilt. Da es sich um eine tatsdchliche Beset-
zung handelt, muss diese Division aufgehen.

Bemerkung: Bedingung (3) ist in der Praxis un-
brauchbar, weil man ja schon alle a, mit Ausnahme
des einzuschrinkenden a, kennen miisste. Dies kann
man vermeiden, indem man (3) zu (3*) abschwécht:

el
n— _Z‘laj Jj
. J=

(3*) 0<a,<min |z, ;

firl<i<k-2.

Man betrachtet dazu nur die Zellen, die mehr als i
Elemente enthalten, d. h., man muss nur die a, ken-
nen, fiir die j > 7 ist. Da die Division nicht aufgehen
muss, muss man die groBite Ganze aus dem Quotien-
ten nehmen. Diese ist dann nur eine obere Schranke
fiira..

Eine weitere Abschwichung von (3*) fiihrt auf eine
Bedingung, die man mit (2) verbinden kann zu

(3**) 0 <a <min {z[ﬂ} fiir 1<i<k-1

Dabei braucht man tiber die a, mit j # i keinerlei In-
formation. Dafiir muss man aber all die a,, die keine
Losung des Diophantischen Gleichungssystems sind,
durch mithsames Probieren ausschlie3en.

Die Losung des Diophantischen Gleichungssystems
wird mit zunehmendem & immer aufwindiger. Wir
zeigen das Vorgehen firn=5,z=3 und k= 4.

(D ayta +a,+a,=3

(I a, +2a,+3a,=5

(D ay=3-a,-a,—a,
(I a, +2a,+3a,=5
Zunichst suchen wir alle Tripel (a,, a,, a,), die die

Gleichung II erfiillen. Systematisches Probieren ldsst
sie finden. Wegen Bedingung (3**) ist

a3§min{3, [%]}: 1,

also kann a, nur 0 oder 1 sein. Ebenso ergibt sich,
dass a, nur 0, 1 oder 2 sein kann und ¢, nur 0, 1, 2
oder 3.

Die Bedingung (3*) fordert fiir 1 <i<2

0<a <min |3, , woraus man erhalt:
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_ 5-3a,]| [2fira,=0
0<a,<min |3, |—5—|1= I fira, =1 und
) 5-3a,-2a,
0<a, <min |3, — 1

lfira,=0Aa,=2
3fira,=0Aa,=1
=(3fira,=0Aa,=0
0fira,=1Aa,=1
2fira,=1Aa,=0

Damit ergeben sich fiinf mogliche Losungstripel und
aus (I) das zugehorige a,:

(03 1’ 1)7 a():l; (]‘52, 0), a():o;
(2.0,1),4,=0; (3,0,0), a,=0;
(3,1,0),a,=—1.

Da a,=—1 nicht moglich ist, verbleiben vier Tripel,
die aber Gleichung II erfiillen miissen. Bei (3, 0, 0)
trifft dies nicht zu, sodass das Diophantische Glei-
chungssystem die folgenden drei Losungsquadrupel
besitzt:

,1,2,0),(0,2,0,1)und (1,0, 1, 1).

Damit erhilt man schlief3lich
— 1
P(A4) =35 (NM5:3[[0[1]2]0)

FNGS; 301210 1)+ NS 3 1]0]1] 1)

__1 (5!-31 5t-3t 5t-3!
243121221 " 31-21 " 213!
1

=543 (90 + 60 + 60) = 27

und damit P(4,) = g1 = 13.6 %.

Anwendung auf das Geburtstagsproblem

Fragt man nach der Wahrscheinlichkeit, dass unter
n Personen mindestens k Personen gemeinsam Ge-
burtstag feiern konnen, so muss man z = 365 setzen.
Der Rechenaufwand wird gewaltig! Auch der in 2
eingeschlagene Weg, das Gegenereignis in disjunkte
Teilereignisse zu zerlegen, wird immer schwieriger,
da man zu leicht den Uberblick beim Zerlegen ver-
liert.

Mit Hilfe eines Computerprogramms kann man er-
rechnen, dass fiir n =187 die Wahrscheinlichkeit,
dass an einem Kalendertag mindestens vier Personen
Geburtstag feiern, zum ersten Mal grofler als 50 %
ist, ndmlich 50,3 %.

BRUCE LEVIN veréffentlichte fiir £ < 15 eine Tabelle
der Werte von n, bei der die Wahrscheinlichkeit fir
mindestens einen k-fachen Geburtstag den Wert von
50 % tberschreitet. Wir bringen sie hier in verkiirzter
Form.

k| n |PA) k| n |PA)
2 | 22 [476 9 | 9844986
23 |50,7 985 | 50,09
3 87 (49,9 10 | 1180 | 49,90
88 |51,1 1181 | 50,09
4 | 186 [49,6 11 | 1384 |49,90
187 |50,3 1385 | 50,10
5 | 312 496 12 | 1595 | 49,94
313 | 50,1 1596 | 50,11
6 | 459 (49,9 13 | 1812 | 49,94
460 |50,3 1813 | 50,11
7 | 622 (49,97 14 | 2034 | 49,88
623 |50,29 2035 | 50,03
8 | 797 49,76 15 | 2262 49,98
798 50,03 2263 | 50,12

Tab.1: Die 50 %-Schwellen fur mindestens einen
k-fachen Geburtstag. Die Werte in der Spalte P(A,)
sind Prozentangaben.

4 Zum Problem der Gleichverteilung

An zwei einfachen Beispielen legen wir dar, wie sich
die vereinfachende Modellannahme der Gleichver-
teilung der Geburtstage iibers Jahr auf die Ergebnisse
auswirken kann.

1. Beispiel: Mit welcher Wahrscheinlichkeit fallen
die Geburtstage von zwdlf verschiedenen Personen
in die zwolf Monate?

Losung:

1) Statt der Gleichverteilung der Geburtstage iiber
das Jahr nehmen wir zunichst an, dass die Wahr-
scheinlichkeit, in einem bestimmten Monat gebo-
ren zu werden, fiir alle Monate gleich groB3 ist. Die
Wabhrscheinlichkeit, dass die i-te Person (1 <i<12)
im i-ten Monat geboren ist, ist somit fiir jedes i

gleich % Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle
zwolf Personen in verschiedenen Monaten geboren
sind, # Da man die Personen aber noch permutie-

ren kann, ergibt sich schlieBllich als Antwort auf die
gestellte Frage der Wert

12! 1.925
121~ 35.831.808

=5,372-107.
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2) Beriicksichtigen wir hingegen die Anzahl 7, der
Tage eines Monats unter Vernachldssigung von
Schaltjahren und nehmen wir aulerdem an, dass die
Geburtstage gleichmiBig tiber die Kalendertage ver-
teilt sind, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
i-te Person (1 <i<12) im i-ten Monat geboren ist,

t,
gleich % Die Wahrscheinlichkeit, dass alle zwolf

Personen in verschiedenen Monaten geboren sind, ist
wegen der noch moglichen Permutation der Personen
dann

12

%Ht;%-zs -317-30= 5,346 - 10,

3) Will man die Wahrscheinlichkeitsrechnung auf
die Wirklichkeit anwenden und kennt man die Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses nicht, so ist es iib-
lich, die relative Héufigkeit als Schatzwert fiir die
unbekannte Wahrscheinlichkeit zu verwenden. In
diesem Sinne legen wir eine empirische Verteilung
von 11.088.533 Geburtstagen gemdf3 Tabelle 2 auf
die zwolf Monate zu Grunde und bezeichnen die re-
lative Haufigkeit gleich mit p, .°

Sei also p, die Wahrscheinlichkeit, im Monat i ge-
boren zu sein, dann ergibt sich fiir die Wahrschein-
lichkeit, dass alle zwolf Personen in verschiedenen
Monaten geboren sind, der Wert

p=12'"p -p,-...-p,=530253-107.

Geburts- Anzahl D, p,in

monat i Prozent
Januar 953.891 | 0,0860249 8,6
Februar 905.613 | 0,0816711 8,2
Mirz 1.002.073 | 0,0903702 9,0
April 949.413 | 0,0856211 8,6
Mai 977.686 | 0,0881709 8,8
Juni 934.572 | 0,0842831 8,4
Juli 934.531 | 0,0842790 8,4
August 908.572 | 0,0819379 8,2
September 923.252 | 0,0832618 8,3
Oktober 879.099 | 0,0792800 7,9
November 841.728 | 0,0759097 7,6
Dezember 878.103 | 0,0791901 7,9

11.088.533

Tab. 2: Empirische Verteilung von 11.088.533 Ge-
burtstagen

Fazit: Erwartungsgemal ist die Wahrscheinlichkeit
umso kleiner, je mehr die Verteilung von der Gleich-
verteilung abweicht. Allerdings sind die Unterschie-
de minimal.

2. Beispiel: Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben
zwei Personen im gleichen Monat Geburtstag?

Losung:

1) Die Geburtstage seien gleichmifBig auf die Mona-
te verteilt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
zweite Person im selben Monat wie die erste geboren
ist,

p=15=0.08333=833%.
2) Die Geburtstage seien gleichméBig auf die Tage
verteilt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide
Personen in einem Monat mit a, Tagen geboren sind,

a. 2
gleich (%) . Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

ergibt sich damit

p=las) +4-l56s) + 7+ (5es]

=0,0834002 = 8,34 %.

3) Man legtdie empirische Verteilung der 11.088.533
Geburtstage auf die zwdlf Monate von oben zu Grun-
de. Dann erhdlt man mit den dortigen Bezeichnun-
gen

p=p+pi+ .. +pl =0,0835139=835%.

Fazit: Erwartungsgemal ist die Wahrscheinlichkeit
umso kleiner, je stirker die Verteilung einer gleich-
méiBigen Verteilung dhnelt. Allerdings sind auch hier
die Unterschiede minimal.

AbschlieBend konnen wir feststellen: Die Annahme
der Gleichverteilung verfilscht in den betrachteten
Beispielen das Ergebnis nur unwesentlich.

Anmerkungen
1 Klamkin/Newman (1967)

2 SCHRAGE selbst rechnet statt mit den Besetzungszah-
len gleich mit Wahrscheinlichkeiten, die man aus den
ersteren ja durch Division mit 365' erhilt. Ahnlich
gehen ROTTMANN (2002) und RIEHL (2006) vor, die
k-fache Geburtstage betrachten.

3 Die Daten wurden uns freundlicherweise vom Aktu-
ariat Leben/Kranken der Allianz Deutschland AG zur
Verfligung gestellt.
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